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Problema de Dirichlet

Considere el problema de

Dirichlet
Para encontrar la formulacién
—Au = f en Q (1) variacional de (1), se multiplica
u = 0 sobre 09, la ecuacién diferencial por una
funcién v € C§°(2) y luego se
€ abierto acotado en R", 012 integra sobre € para obtener
es la frontera de Q que
supondremos Lipschitz y ) -
de CAQ) N C(A) es la /QVU Vvdx = /Q fvdx.

solucidn clasica, con
fe LQ(Q)

EAFIT



Problema diferencial:
Au=f

A operador diferencial en un
espacio de Hilbert V.

t~uen VyCV
VN:gen{Solr"u(pN}

Método de Galerkin

Formulacién variacional:

veV
(Au,vy = (L, v), YveV
(Al ) = (f,9)
N
> cilAp ) = (f.e)
i=1
Kc = b

) e [H(Q), 1<k < mj}.
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Eleccién del espacio V)

N
o= > cpi

i=1
Kc = b

Requerimientos:

e ; soporte pequeno: K dispersa

e ; regularidad y ortogonalidad: K tiene niimero de condicidn
bajo

e Esquema refinable: & se puede mejorar recursivamente con
bajo costo computacional.
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Analisis multirresolucidn

{V} : j € Z} sucesidn de subespacios de L»(R), es un analisis
multirresolucién (AMR) s

. {O}C .CVahcVayacWVacVicWaC...C La(R)
Ujez Vi = L2(R)
jEZL VJ - {0}
e Y e F2) € Vi
° f(t) S Vo<:>f(t—k) eV
e {©(t — k)}kez es una base ortonormal de Vj, ¢ es la funcién
de escala.
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e : Funcién escala
N-1
p(t) = V2 (2t — k)
k=0

V; = gen{pj(t) = 2/%p(2t — k) : k € Z}
e 1): Wavelet asociada a la funcién de escala ¢
N—1
P(t) =v2) " gp(2t — k)
k=0
gk:(—].)kh[\/,lfk, k:O,l,...,N—l.
W = gen{y(t) = 2/2p(2t — k) : k € Z}
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Gréficas tomadas de [Boggess, Narcowich 2001]
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Refinamiento del espacio
e Refinamiento del espacio de representacién
Vin=Vie W,

e Proyecciones ortogonales

(o)
> Gupik(x), x€eR

k——oo
PWfX) Zdjkdjjk xeR
k=—00

e Descomposicidon wavelet

J-1
Pyf =Py, f+ ) Pwf.

j=Jo EAFIT



Graficas tomadas de [Boggess, Narcowich 2001]
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Expansién wavelet

El espacio V, se descompone como
V=V + Wi+ Wy + -+ Wiy,

de esta relacidon se obtiene

0 J-1 oo
Pif(x) = Y honpiok()+ D > distbsr(x),

k=—o00 J=Jp k=—o0

con0< ph<Jy

CJo,k:/Rf(X)(PJo,k(X)dxa dJ,k:/Rf(X)wJo,k(X)dX

J=Jo,...,d -1
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Decaimiento de los coeficientes wavelets

Si m= N/2 es el nimero de momentos nulos para una wavelet
iy f € C™(R), entonces los coeficientes wavelet decaen como

|d; | < Bm20m+3) max| F(M)(t)),
tE/j,k

B, es una constante independiente de j, k y f; [;  es el soporte de
wj,k- Ademas,

=0(27/m).
L>(R)

> > dudux)

j=J k=—

I = Pv,fl =
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Qué destacar en las wavelets

El soporte compacto y su elevada localizaciéon permiten una buena
aproximacién aun en regiones donde la solucién tiene alto
gradiente u otro tipo de singularidad.

Sus propiedades de multirresolucién o multiescala permiten calcular
una aproximacién inicial y adaptivamente mejorarla mediante un
refinamiento recursivo realizado sélo en regiones que lo requieran.

Wavelets Daubechies: Elevada localizacién, buena representacion
de singularidades, no tienen expresién funcional explicita.

Resultados de alta precisiéon y bajo costo computacional. imsnse



Método de Galerkin
Considere el PVI
Llu(x,t)]=0, en QCR", u(x,0)=ui(x),
donde u € H™(2). Considere la aproximacién
N
u(x, t) = b(x, ) = Y a()f(x),
j=1

donde {f;}}\; genera un subespacio N—dimensional de H"™(R). Se
define L[&(x, t)] como el residual

R(a1,...,an,x) := L[Z aj(t)g(x)].

Jj=1
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Método de Galerkin

Se debe minimizar el residual respecto a {g;}Y , C L»(Q), de
acuerdo a la férmula

<R(31, SRR aN>X)?gi(X)>[_2(Q) =0, Vi.

Se reduce a
N
> (La()F(x)], &i(x)),, =0, Vi.
j=1

El operador se descompone en la parte espacial Ls, y temporal L;:
L =Ls+ L, de lo cual se obtiene el sistema de EDO
BL{A]+ CA=0

A={ai}, B={bj = (f,g)} € ={c= (Llf &)1} ERFIT



Ecuacion KdV

Ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV)

3
+au@+ﬁa” 0, u(x,0) = up(x).

Lulx, ) = 92 + au!

De donde
RN SN 0 9) ORORCA T SO
El sistema EDO queda
MA +(B+ C)A=0

M= {0km} B=Ycasshnsy C=1{A2 ) A={a}.
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Solucidn ecuacién KdV

1.2 T T T T T T T

0.8

Amplitud

0.4}

T T
*  Método Numérico
1 Valor Teorico

Posicion

Comparacioén solucién exacta y aproximada
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Resultados numéricos

Solucién de la ecuaciéon KdV utilizando como condicién inicial la

u(x,0) = 3csech?(Ax + D), con A= %\/g y D= -6, se

obtuvo

N =8, At =0,001, 3 =0,00048 y c =1
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Tabla de errores

Lt L ]
0 | 1,04E-06
05 | 5,86E-06
1 | 1,42E-05
15 | 2,46E-05
2 | 3,67E-05
25 | 5,01E-05
3 | 6,48E-05

Errores de la solucién aproximada de la ecuaciéon KdV para la
condicién inicial anterior con valores N = 8, At = 0,001
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Resultados numéricos
Se resuelve la ecuacién KdV con la condicién inicial

_J x si —1§x<%
U(X’O)_{l—x si L<x<1

En este caso N = 10, a = 2, At = 0,001, 3 = 0,00048 y c = %
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Resultados numéricos
Se resuelve la ecuacién KdV con la condicién inicial

1
u(x,0) = sen(27x) + 55en(47rx)

Se utilizaron los valores de N =8, o = 2, At = 0,00001,
£ =0,00048 y c =0,5.
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