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so that T'" can be interpreted as an isometry from H 2 to the Bergman space
of all analytic function on the upper half plane, square integrable with respect
to the measure Im z d(Im z) d(Re z). On the other hand, one can prove that
any function in this Bergman space is associated, via the wavelet transform with
this particular z/i, to a function in H2 : the isometry is onto, and is therefore a
unitary map. For other choices of ', such as i/i E H 2 with &(^) = Np e— ^
for > 0, the image T ' 8't H2 can be identified with other Bergman spaces of
analytic functions on the upper half plane.'

Since T°L2 or T°H2 can be identified with a reproducing kernel Hilbert
space, it should be no surprise that there exist discrete families of points
(aa, ba) such that f is completely determined by, and can be reconstructed from,
(T` av f) (a( , ba). In particular, if Twa° f can be identified with a function in
a Bergman space, then it is obvious that its values at certain discrete families
of points completely determine the function, since it is, after all, an analytic
function. Reconstructing it in a numerically stable way may be another matter:
the situation is not as simple as in the bandlimited case, where there exists a
special family of points xn such that the e„„ constitute an orthonormal basis
for B0. There is no such convenient orthonormal basis e a.„b in our T°L 2 or
TWa°H2 . We will see in the next chapter how this problem can be tackled.

Finally, before we leave this section, it should be remarked that (2.4.4), or the
equivalent r.k.H.s. formulation, can be viewed as a consequence of the theory of
square integrable group representations. I do not wish to dweil on this in detail
here; readers who are interested in learning more about them should consult
the references in the notes. 2 The 111 ,b are in fact the result of the action of the
operators U(a, b), defined by

[U(a, b)f](x) = Ial -1/2 f I x a bl ,a J
on the function . The operators U(a, b) are all unitary on L2 (R), and constitute
a representation of the ax + b-group:

U(a, b) U(a', b') = U(aá , b + ab') .

This group representation is irreducible (i.e., for any f # 0, there exists no
nontrivial g orthogonal to all the U(a, b)ƒ, which is equivalent to saying that the
U(a, b) f span the entire space). The following result is true: if U is an irreducible
unitary representation in 7-t of a Lie-group G with left invariant measure dp, and
if for some f in 9-1,

f dµ(g) I (.f, U(g)f) I 2 <00,  (2.5.2)
G

then there exists a dense set D in 7-1 so that property (2.5.2) holds for any element
f of D. Moreover, there exists a (possibly unbounded) operator A, well defined
in D, so that, for all f ED and all hl , h2 EH,

f dµ(g) (hip U(g)f) (h2, U(g)f) = C1(h1, h2) , (2.5.3)
G
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THE CONTINUOUS WAVELET TRANSFORM 33

with C1 = (Af, f) . In the wavelet case, the left invariant measure is a -2 da db,
and A is the operator

(Af)r(^) _ I I -1 f()
Note that (2.5.3) is a general resolution of the identity!

In what follows, we will not exploit this group structure underlying the
wavelet transform, mainly because we will soon go to discretely labelled wavelet
families, and these do not correspond to subgroups of the ax + b-group.

In quantum physics, resolutions of the identity (2.5.3) have been studied
and used for many different groups G. The associated families U(g) f are there
called coherent states, a name that was first used in connection with the Weyl-
Heisenberg group (see also next section), but later spilled over to all the other
groups as well (and even to some related constructions which were not gener-
ated by a group). An excellent review and a collection of important papers
on this subject can be found in Klauder and Skfigerstam (1985). The coherent
states associated with the ax + b-group, which are now called wavelets, were first
constructed by Aslaksen and Klauder (1968, 1969).

2.6. The continuous wavelet transform in higher dimensions.

There exist several possible extensions of (2.4.4) to L2 (R') with n > 1. One
possibility is to choose the wavelet 0 E L (R') so that it is spherically symmetrie.
Its Fourier transform is then spherically symmetrie as well,

^w_ 77(10,
and the admissibility condition becomes

dtCo = (2ir)'2 J 1,7(t)12 <00.0
Along the same lines as in the proof of Proposition 2.1 one can then prove that,
for all f,g E LZ(R),

J' °°o

J
da p°°

00 

db (Twa7) (a, b) (Twavg)(a, b) = Ci (f, g) , (2.6.1)o an+i

where (Twa° f)(a, b) _ (f, 2pa ,6 ), as before, and ,a ,b (x) = a'' 2 b(xab ), with
a E R+ , a 54 0, and b E R. Formula (2.6.1) can again be rewritten as

f = C 1 00 dal db (Twav f)(a, b) oa,b  (2.6.2)
aa IR-

It  is also possible to choose a 0 that is not spherically symmetrie, and to
introduce rotations as well as dilations and translations. In two dimensions, for
instance, we then define

oabe (x) __a—içb (RO 1 ())
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But	this	group	structure	was	not	exploited	because	she	went	to	the	
discretely	labeled	wavelet	families	and	these	do	not	correspond	to	
subgroups	of	the	ax+b	group.		
	
Meanwhile,	the	mathema3cians…	
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The expression between the first pair of brackets can be viewed as (27r) 1 / 2 times
the Fourier transform of Fa (C) = Ial 1 /2 f() (aC); the second has a similar
interpretation as (27r) 1 /2 times the complex conjugate of the Fourier transform
of Ga (C) = I a Ih/2 g(C)  (aC). By the unitarity of the Fourier transform it follows
that

(2.4.3) = 27 J da ^2 fd  Fa(C) Ga(e)

= 27
 Ial ƒg J(e) 9() Ik(ae)1 2

= 2ir f de J(e) J. I^(aC)I2

(interchange is allowed by Fubini's theorem)

= CO (.f, g)

(make a change of variables ( = a in the second integral). n

It is now clear why we imposed (2.4.1): if C were infinite, then the resolution
of the identity (2.4.2) would not hold.

Formula (2.4.2) can be read as

°° da db
f =c; 

°° 
2 (Twav f)(ab)  a,b (2.4.4).

^ ^ a

with convergence of the integral "in the weak sense," i.e., taking the inner prod-
uct of both sides of (2.4.4) with any g E L2 (R), and commuting the inner product
with the integral over a, b in the right-hand side, leads to a true formula. The
convergence also holds in the following, slightly stronger sense:

limo f  _ C;1 f da db
 (Twavf) (a, b) oa,b =0.  (2.4.5)

AA2,B—.00 J al<Ia <AZ

IbI<B

Here the integral stands for the unique element in L2 (R) that has inner products
with g E L2 (R) given by

da db (Twav f)(a, b) (ij,a ' b  g)a2A 1

ja^

A2

Ibl<B
since the absolute value of this is bounded by

dadb IIfII II,ba' b II IIgII = 4B (A1
 — ^2) IIfII IIgli ,

A l <
f

^a/A2
Ibj<B
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THE CONTINUOUS WAVELET TRANSFORM 27

The explanation to this apparent paradox is that the limit (2.4.5) holds in L 2

-sense, but not in L1 -sense. As Al —>0, A2 , B—*oo,

f(x) — C;' i
a <AZ 

d db Wf(a, b) b
Al  

jbl<B

becomes a very flat, very stretched-out function, which still has the same integral
as f itself, but vanishingly small L2-norm. (This is similar to the observation
that the functions gn (x) = (2n) -1 for lxi <_ n, 0 otherwise, satisfy f g„ = 1 for
all n, even though gn (x)—>0 for all x, and II9n11L2 = (2n) -1 /2 —+0 for n-->oo; the
g„ do not converge in L'(R).)

Several variations on (2.4.4) are possible, in which we restrict ourselves to
positive a only (as opposed to the use of both positive and negative a in (2.4.4)).
One possibility is to require that ib satisfy an admissibility condition slightly
more stringent than (2.4.1), namely

C,,,= 2^ J d i i 1 l ()l 2 = 27r fo d 1^1 -1 Ik(^)I 2 < oo . (2.4.6)
o 00

Equality of these two integrale follows immediately if, e.g., 0 is a real function,
because then i'(—^) _). The resolution of the identity then becomes, with
this new Cp,

= c' J d2 J db T-- f(a, b) oa ' b (2.4.7)
a ̂o

to be understood in the same weak or slightly stronger senses as (2.4.4). (The
proof of (2.4.7) is entirely analogous to that of (2.4.4).)

Another variation occurs if f is a real function, and if support / c [0, oo).
In this case, one easily proves that

f = 2C 1 ^^ d2 ^^ db Re [Twa^ f(a, b) a ' bI , (2.4.8)
o a 00

with C1, as defined by (2.4.1). (To prove (2.4.8), use that f(x) = (27r) -1 /2

2Re J' d eix^ f (^), because J( — ) = J().) Formula (2.4.8) can of course be
rewritten in terms of 01 = Re and 02 = Im 0, two wavelets which are each
other's Hilbert transform. Using a complex wavelet, even for the analysis of
real functions, may have its advantages. In Kronland-Martinet, Morlet, and
Grossmann (1987), for example, a complex wavelet b with support i c [0, oo) is
used, and the wavelet transform T° f is represented by graphs of its modulus
and its phase.

If both f and 0 are so-called "analytical signals," i.e., if support f and
support C [0, oo), then Twa° f (a, b) = 0 if a < 0, so that (2.4.4) immediately
simplifies to

f = C J d2 J db Twav f(a, b)^a 'b , (2.4.9)
o a 00
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that the functions 9n(X) = (2n)-1 for Ixl :-::; n, °otherwise, satisfy J9n = 1 for
all n, even though 9n(x)--+O for all x, and 119nll£2 = (2n)-1/2--+0 for n--+OOj the
9n do not converge in £1(1R). )
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But	using	a	complex	wavelet	even	for	the	analysis	of	real	func3ons	
may	have	its	advantages…	
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with Gij, again as defined by (2.4.1). Finally, we can adapt (2.4.9) to the case
where support c [0, oc), but support f ¢ [0, oo). We write f = f+ + f_, with
support f+ c [0, oo), support f_ C (—oo, 0], ip+ = L', and we introduce z/i_ ()

(— ); clearly support ,_ C (—oo, 0]. Then (f+, b) = 0 and (f—,, b) = 0
for a> 0, so that, by straightforward application of (2.4.9),

f = C 1 
ƒ000

 da
J  db [(T+--ƒ)(a, b)/+b + (Twav f)(a, b)/J"} , (2.4.10)

 a 

where (T+a° f) (a, b) _ (f+, +' b) = (f, b ), (T`°a° f) is defined analogously, and
C,pisasin(2.4.1).

Another important variation consists of introducing a different function for
the reconstruction than for the decomposition. More explicitly, if ii l , 02 satisfy
that

f d Ii()I !z(^)I <00,  (2.4.11)

then the same argument as in the proof of Proposition 2.4.1 shows that

Jfá db (f i' 6) ('2' b , 9) = CJ, 1,^G2 (f, 9) , (2.4.12)

with Cp„,02 = 27r f d b1() '2(^). If C,^,p2 0, then we can rewrite
(2.4.12) as

f = c12 f^z f db (f, i) á 6 (2.4.13)a
Note that 01 and 02 may have very different properties! One may be irregu-
lar, the other smooth; both need not even be admissible: if b 1 (^) = O(^) for
^—>0, then '2(0) # 0 is allowed. We will not use this extra freedom here. In
Holschneider and Tchamitchian (1990), the freedom in the choices of 01,0 2 is
exploited to prove some very interesting results (see also §2.9). One can, for
instance, choose Liz to be compactly supported, support 02 c [—R, R], so that,
for any x, only the (f, ?pi,b) with Ib — xI <_ laiR will contribute to f(x) in the
reconstruction formula (2.4.13); the set {(a, b); Ib — xI aIR} is then called
the "cone of influence" of 02 on x. Holschneider and Tchamitchian (1990) also
prove that, with mild conditions on f, (2.4.13) is true pointwise as well as in the
L2-sense.

PROPOSITION 2.4.2. Suppose that 0i, '&z E L'(R), that Liz is differentiable
with 02 E L2 (R), that x'2 E L' (R), and that X1(0) = 0 = 'ç12(0). If f E L 2 (R)
is bounded, then (2.4.13) holds pointwise in every point x where f is continuous,
i.e.,

_ 
fA
 da

i(x) = C^G^, lim  2db (f, i'b) 2'6(x)(2.4.14)
,i2-- i5IaI5Az a 

/ °O
00

D
ow

nl
oa

de
d 

04
/0

4/
13

 to
 1

52
.1

4.
13

6.
96

. R
ed

ist
rib

ut
io

n 
su

bj
ec

t t
o 

SI
A

M
 li

ce
ns

e 
or

 c
op

yr
ig

ht
; s

ee
 h

ttp
://

w
w

w
.si

am
.o

rg
/jo

ur
na

ls/
oj

sa
.p

hp

28 CHAPTER 2

with Gij, again as defined by (2.4.1). Finally, we can adapt (2.4.9) to the case
where support c [0, oc), but support f ¢ [0, oo). We write f = f+ + f_, with
support f+ c [0, oo), support f_ C (—oo, 0], ip+ = L', and we introduce z/i_ ()

(— ); clearly support ,_ C (—oo, 0]. Then (f+, b) = 0 and (f—,, b) = 0
for a> 0, so that, by straightforward application of (2.4.9),

f = C 1 
ƒ000

 da
J  db [(T+--ƒ)(a, b)/+b + (Twav f)(a, b)/J"} , (2.4.10)

 a 

where (T+a° f) (a, b) _ (f+, +' b) = (f, b ), (T`°a° f) is defined analogously, and
C,pisasin(2.4.1).

Another important variation consists of introducing a different function for
the reconstruction than for the decomposition. More explicitly, if ii l , 02 satisfy
that

f d Ii()I !z(^)I <00,  (2.4.11)

then the same argument as in the proof of Proposition 2.4.1 shows that

Jfá db (f i' 6) ('2' b , 9) = CJ, 1,^G2 (f, 9) , (2.4.12)

with Cp„,02 = 27r f d b1() '2(^). If C,^,p2 0, then we can rewrite
(2.4.12) as

f = c12 f^z f db (f, i) á 6 (2.4.13)a
Note that 01 and 02 may have very different properties! One may be irregu-
lar, the other smooth; both need not even be admissible: if b 1 (^) = O(^) for
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prove that, with mild conditions on f, (2.4.13) is true pointwise as well as in the
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that
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the reconstruction than for the decomposition. More explicitly, if ii l , 02 satisfy
that
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with Gij, again as defined by (2.4.1). Finally, we can adapt (2.4.9) to the case
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where (T+a° f) (a, b) _ (f+, +' b) = (f, b ), (T`°a° f) is defined analogously, and
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that
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then the same argument as in the proof of Proposition 2.4.1 shows that
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f = c12 f^z f db (f, i) á 6 (2.4.13)a
Note that 01 and 02 may have very different properties! One may be irregu-
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exploited to prove some very interesting results (see also §2.9). One can, for
instance, choose Liz to be compactly supported, support 02 c [—R, R], so that,
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the "cone of influence" of 02 on x. Holschneider and Tchamitchian (1990) also
prove that, with mild conditions on f, (2.4.13) is true pointwise as well as in the
L2-sense.

PROPOSITION 2.4.2. Suppose that 0i, '&z E L'(R), that Liz is differentiable
with 02 E L2 (R), that x'2 E L' (R), and that X1(0) = 0 = 'ç12(0). If f E L 2 (R)
is bounded, then (2.4.13) holds pointwise in every point x where f is continuous,
i.e.,

_ 
fA
 da
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with Gij, again as defined by (2.4.1). Finally, we can adapt (2.4.9) to the case
where support c [0, oc), but support f ¢ [0, oo). We write f = f+ + f_, with
support f+ c [0, oo), support f_ C (—oo, 0], ip+ = L', and we introduce z/i_ ()

(— ); clearly support ,_ C (—oo, 0]. Then (f+, b) = 0 and (f—,, b) = 0
for a> 0, so that, by straightforward application of (2.4.9),

f = C 1 
ƒ000

 da
J  db [(T+--ƒ)(a, b)/+b + (Twav f)(a, b)/J"} , (2.4.10)

 a 

where (T+a° f) (a, b) _ (f+, +' b) = (f, b ), (T`°a° f) is defined analogously, and
C,pisasin(2.4.1).

Another important variation consists of introducing a different function for
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that

f d Ii()I !z(^)I <00,  (2.4.11)

then the same argument as in the proof of Proposition 2.4.1 shows that

Jfá db (f i' 6) ('2' b , 9) = CJ, 1,^G2 (f, 9) , (2.4.12)

with Cp„,02 = 27r f d b1() '2(^). If C,^,p2 0, then we can rewrite
(2.4.12) as

f = c12 f^z f db (f, i) á 6 (2.4.13)a
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2.5. The reproducing kernel Hilbert space underlying the continuons
wavelet transform.

As a special case of (2.4.2), we have, for f E L2 (R),

 dadbC,1 Jj 1(^•wavf)(a,b)12 = f dXlf(x)1 2

In other words, T" maps L 2 (R) isometrically into L 2 (R2 ; C,; l a-2 da db), the
space of all complex valued functions F on R2 for which I IIFI11 2 = CÇ 1 f f 4$
IF(a, b) 1 2 converges; equipped with the norm III, this is a Hilbert space.
The image T"'a"L2 (R) constitutes only a closed subspace, not all of L2 (R2 ;
C, la-2 da db); we will denote this subspace f.

The following argument shows that li is a r.k.H.s. For any F E fl, we can
find f E L 2 (R) so that F = T" f . It follows then from (2.4.2) that

F(a, b) = (f, ,+pab )

= G,'1 i 
dadb (Twav f) (d,b') (Twav^,a,b)(al,b/)

= ce—' Jf da'db'
  K(a, b; á , b') F(á , b') (2.5.1)

with

K(a,b; á , b') = (Twav(ja,b) (al , b/)

= (a' b' pa,b)

Formula (2.5.1) shows that 7-1 is indeed an r.k.H.s. embedded as a subspace in
L2 (R2 ; C 1 a-2 da db) . (It also immediately shows that 9-1 is not all of L2 (R2 ;
C; la-2 da db), sine such a reproducing kernel formula could not hold for the
whole space L2 (R2 ; C,^ l a-2 da db).)

In particular cases, fl becomes a Hilbert space of analytic functions. Let
us restrict ourselves again to functions f such that support f c [0, oo); these
functions foren a closed subspace of L2 (R) which we denote by H2 (it is one of a
family of Hardy spaces). For 0 we choose, for instance, (^) = 2ee -£ for >_ 0,
z (^) = 0 for G 0 (ip is also in H2 ). Then the functions in T'" H2 can be
written as (consider only a > 0; see (2.4.9))

F(a, -b) _ (f, Oa-b) = 2a 1 /2J g j() g e—i(b+ia)^
0

= (2r)1"2 a3/2 G(b + ia),

where G is analytic on the upper half plane (Im z > 0). Moreover, one easily
checks that f daf 

r
 db aIG(b+ia)12 = J d If(x)12,D
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The	transform	maps	the	space	L2(R)	isometrically	into	a	Hilbert	space…	
	

In	some	cases	we	can	choose	a	subspace	of	L2(R),	lets	say	H2	(Hardy)…	
The	same	transform	can	be	interpreted	as	an	isometry	from	H2	to	the	
Bergman	space	
	

[14]		



L2(R)	

H2	(Hardy)	 Bergman	

Hilbert	

Transform	

Then	it	is	obvious	that	its	values	at	certain	discrete	families	of	points	
completely	determines	the	func3on…	and	this	is	sad	
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		Utility of the Affine Group 



“…	the	u3lity	of	the	affine	group	was	possible	because	of	the	close	connec3on	
between	the	affine	and	the	canonical	stories	while	the	few	dis3nc3ons	can	be	used	to	
advantage	when	appropiate...”	

[3-8]		

relation [Q,P ] = i!11, each with a spectrum that covers the entire real line.
These operators are used throughout quantum mechanics, and, for purposes
of the present article, one of their important roles lies in their use in the
formation of canonical coherent states, which, for all (p, q) ∈ R2, are given
as abstract vectors |p, q⟩ in an abstract Hilbert space H by

|p, q⟩ ≡ ei(pQ− iqP )/! |η⟩ .

Here the unit vector |η⟩ is called the fiducial vector, and typically |η⟩ =
|0⟩ where (ωQ + iP )|0⟩ = 0, with ω = 1 a common choice and assuming
for convenience that Q and P have the same dimension. In a Schrödinger
representation, where Q|x⟩ = x|x⟩, it follows that

⟨x|0⟩ = ψ0(x) = (π!)−1/4 e−x2/2! .

The operators P and Q are required to be self adjoint, and thus the coherent
states |p, q⟩ all have unit norm. Generally, the dependence of |p, q⟩ on |η⟩ is
left implicit. The canonical coherent states are strongly continuous in their
labels (p, q), and in addition, the coherent states admit a resolution of the
unit operator in the Hilbert space H given by [1, 2]

11 =

∫
|p, q⟩⟨p, q| dp dq/2π! ,

which holds for arbitrary |η⟩ when integrated over the whole phase space R2.
More precisely, this resolution of unity holds in the weak sense

⟨φ|ψ⟩ =
∫
⟨φ|p, q⟩⟨p, q|ψ⟩ dp dq/2π!

for arbitrary |φ⟩ and |ψ⟩ in H, as well as in the strong sense.
The affine coherent states are also based on two kinematical operators Q

and D which satisfy the affine commutation relation [Q, D] = i!Q [3]. It
follows [4, 5] that there are three inequivalent representations of the affine
commutation relations: one with Q > 0, one with Q < 0, and one with
Q = 0. We will be primarily interested in the first two representations, and
for the present, we assume that Q > 0 is our choice. For convenience, let us
assume that Q is dimensionless, while, of necessity, D has the dimensions of
!. In that case, the affine coherent states are given by

|p, q⟩ ≡ eipQ/! e−i ln(q)D/! |η⟩ ,

2

i)  States	of	a	system	
ii)  Dynamics	involves	an	automorphism	among	states	
iii)  The	natural	inner	product	interpreted	as	probably	amplitudes	
	
OVERCOMPLETE	FAMILY	OF	STATES	



Indeed,	modulo	linear	transforma3ons,	the	affine	variables	form	the	
elements	of	the	only	two-parameter,	non-Abelian	Lie	algebra.		
	
The	affine	group	gets	its	name	from	its	realiza3on	as	the	set	of	affine	
transforma3ons	of	the	real	line	given	by		

	 	 	 		
	
	
Where		
	
	
	

for all (p, q) ∈ (R,R+), i.e., q > 0. In the present case, it is common to
choose |η⟩ as the solution to the equation [Q − 1 + iD/(β!)]|η⟩ = 0, from
which it follows that ⟨η|Q|η⟩ = 1 and ⟨η|D |η⟩ = 0. In certain situations it
is useful to regard β̃ ≡ β! and ! as two independent variables rather than β
and !. In this view, it follows that

⟨η|Q2 |η⟩ = 1 + 1/(2β) = 1 + !/(2β̃) = 1 +O(!) ,

and indeed, ⟨η|Qp |η⟩ = 1+O(!), p ≥ 1. The Schrödinger representation for
|η⟩ is given (for x > 0) by

⟨x|η⟩ = ψη(x) = N xβ−
1
2 e−βx .

The affine coherent states are continuous in (p, q), and also admit a resolution
of unity in the form

11 =

∫
|p, q⟩⟨p, q| dp dq/[2π!C] ,

where C ≡ ⟨η|Q−1 |η⟩ = [1−1/(2β)]−1 < ∞, which limits β so that β > 1/2.
Again, the resolution of unity holds in the weak and strong sense.

Observe that the Heisenberg operators P and Q do not form a Lie algebra
by themselves, while the affine operators Q and D do form a Lie algebra.
Indeed, modulo linear transformations, the affine variables form the elements
of the only two-parameter, non-Abelian Lie algebra. The affine group gets
its name from its realization as the set of affine transformations of the real
line given by x → x′ = ax + b, where a ̸= 0 and b ∈ R; indeed, the affine
group is often called the “ax+ b” group!

Connection between the canonical and affine algebras

On the surface, it seems like the canonical operator pair and the affine opera-
tor pair would have little in common, but that conclusion would be incorrect.
Consider the Heisnberg commutator [Q,P ] = i!11 and multiply both sides
by Q leading to [Q,P ]Q = i!Q. Next bring the Q inside the bracket giving
[Q,P Q] = i!Q, and then symmetrize the factor P Q (allowed because the
difference commutes with Q), which leads to [Q, (QP + P Q)/2] = i!Q, or,
finally, we arrive at

[Q,D] = i!Q , D ≡ 1
2(QP + P Q) .

3
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0.1. TRANSFORMADA ONDITA CONTINUA

0.1.1. Teoría

También conocida como la transformada Wavelet en inglés o transformada ondícula, es una he-
rramienta matemática que a diferencia de la clásica transformada de Fourier, esta permite analizar
una señal f (t) en dos dimensiones, tiempo y escala. Esta última es inversamente proporcional a la
frecuencia y al igual la transformada en tiempo corto de Fourier, descompone la señal en paquetes
localizados en tiempo y frecuencia. Además de esto, la transformada Ondita también permite reali-
zar un análisis multirresolución de señales, comprensión de imágenes, detección de singularidades y
cambios abruptos en imágenes y señales (Rioul and Vetterli, 1991; Mallat, 1999; Daubchies, 1992).

Inicialmente, una Ondita  (t) 2 L2
(R) real y con norma unitaria || (t)|| = 1debe cumplir la condición

de admisibilidad, definida como

C =

1
Z

0

| ˆ (!)|2
|!| d! < 1 (1)

Esta condición en el dominio frecuencial implica que la Ondita se debe desvanecer en ! = 0, es decir,
ˆ (0) = 0 y por ende:

1
Z

�1

 (t) dt =

1
Z

�1

 (t)e�i(!=0)tdt = ˆ (0) = 0

Esto quiere decir que el valor medio de la Ondita es igual a 0 y que dicha Ondita es un filtro pasa
bandas. Con estas condiciones impuestas sobre la Ondita madre, se puede definir la transformada
Ondita como:

W f (u, s) =< f (t), u,s(t) >=
1p

s

1
Z

�1

f (t)  ⇤
✓ t � u

s

◆

dt (2)

donde  u,s(t) es la versión traslada y expandida (s > 1) o contraída (s < 1) de la Ondita madre (Chui,
1994). El término 1/

p
s permite que la energía de la Ondita sea invariante ante el término de expansión

y contracción s:

|| u,s(t)||2 =
1
Z

�1

1

s

�

�

�

�

�

 
✓ t � u

s

◆

�

�

�

�

�

2

dt =

1
Z

�1

1

�s
| (x)|2 �sdx =

1
Z

�1

| (x)|2 dx = || (x)||2 = 1

Si definimos la función ¯ s(t) = 1p
s (

�t
s ), podemos ver que la transformada Ondita (2) se puede reescri-

bir como una convolución de la forma:

W f (u, s) =

1
Z

�1

f (t) ¯ ⇤s (u � t) dt = f (u) ⇤ ¯ s(u) (3)

Teorema 0.1. Sea  (t) 2 L2
(R) una Ondita real. Para cualquier función f (t) 2 L2

(R), la transformada

2

Ondita inversa se define como:

f (t) =
1

C 

1
Z

0

1
Z

�1

W f (u, s)

1p
s
 
✓ t � u

s

◆

du
ds
s2

Demostración. Antes de demostrar este teorema, debemos tener en cuenta el hecho de que para
una función g(t) de valor real, ĝ(�!) = ĝ⇤(!) y además, definimos  s(t) = 1p

s (

t
s ). Este teorema fue

probado por primera vez por Calderón (1964). Llamamos h(t):

h(t) =
1

C 

1
Z

0

1
Z

�1

W f (u, s)

1p
s
 
✓ t � u

s

◆

du
ds
s2

=
1

C 

1
Z

0

W f (t, s) ⇤  s(t)
ds
s2

Usando la definición de (3), se tiene

h(t) =
1

C 

1
Z

0

f (t) ⇤ ¯ s(t) ⇤  s(t)
ds
s2

Luego, se aplica transformada de fourier a ambos lados, convirtiendo las convoluciones en multiplica-
ciones en el dominio frecuencial

ˆh(!) =
1

C 

1
Z

0

ˆf (!)

p
s ˆ ⇤s(s!)

p
s ˆ s(s!)

ds
s2

=
1

C 

1
Z

0

ˆf (!) | ˆ s(s!)|2 ds
s

Si realizamos el cambio de variable ⌘ = s!, tenemos:

ˆh(!) =
1

C 

ˆf (!)

1
Z

0

| ˆ (⌘)|2
|⌘| d⌘

Ya que la función que se está integrado es la definición de la condición de admisibilidad (1), se puede
puede concluir que

ˆh(!) = ˆf (!)

y como la transformada de fourier es única, se asegura que h(t) = f (t). ⌅

Otra de las propiedades fundamentales de las Onditas es la ortogonalidad respecto a polinomios
de cierto orden y su relación con el número de momentos que se anulan (Goswami and Chan, 2011;
Mallat, 1999).

[12,	13,	14,	20,	21,	22]		
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Definición 0.1. Una Ondita madre  (t) tiene n momentos que se anulan si se cumple que:

1
Z

�1

tp (t) dt = 0, para todo p 2
n

0, 1, ..., (n � 1)

o

. (4)

Esta propiedad es de suma importancia ya que esta permite detectar variaciones o cambios abrup-
tos dentro de una señal y cuantificar la regularidad o ”derivabilidad” de dicha señal en una vecindad,
pero este tema será tratado en el capítulo siguiente.

Ejemplo 0.1. Una de las Ondita continuas más conocidas es el sombrero mexicano, la cual corres-
ponde la segunda derivada de la función Gaussiana.

 (t) =
2

4

p
⇡
p

3�

 

1 � t2

�2

!

e�
t2

2�2 (5)

Aunque esta expresión no es única ya que dicha ecuación puede expresarse en función de otros
parámetros como por ejemplo la frecuencial central o el periodo central de la transformada de Fourier
de  (t). En la Figura. 1 se muestra la Ondita definida en (5) y su transformada de Fourier.
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Figura 1: Ondita ”Sombrero mexicano” y su transformada de Fourier con � = 2.

Ejemplo 0.2. Una de las familias más importantes de las Onditas es la familia Gaussiana la cual
consiste en derivar n veces la función Gaussiana, es decir:

 n(t) = cn
dn

dtn

⇣

e�t2/2
⌘

ˆ n(!) = cn(i!)

ne�!
2/4 (6)

Algunos miembros de esta familia y su transformada de fourier son mostrados en la Figura. 2. Cabe
resaltar que estas Onditas son esenciales para el análisis de singularidades debido a su rápido de-
crecimiento, su derivabilidad y su ortogonalidad con los polinomios de orden n � 1 (momentos que se
anulan) (Mallat, 1999; Marín, 2009).

Ejemplo 0.3. Otra Ondita muy importante, aunque de valor complejo, es la Ondita Morlet o la Ondi-
ta Gaussiana (Walker, 2008), la cual permite, al igual que la transformada en tiempo corto de fourier,
analizar una señal en el dominio temporal y frecuencial simultáneamente. Esta Ondita se define como:

 (t) =
1p
�

e�⇡(t/�)

2

ei2⇡⌫t/�, ˆ (!) =
p
�e�⇡

�

(!�2⇡⌫/�)�
�

2
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Ejemplo 0.2. Una de las familias más importantes de las Onditas es la familia Gaussiana la cual
consiste en derivar n veces la función Gaussiana, es decir:

 n(t) = cn
dn

dtn

⇣

e�t2/2
⌘

ˆ n(!) = cn(i!)

ne�!
2/4 (6)

Algunos miembros de esta familia y su transformada de fourier son mostrados en la Figura. 2. Cabe
resaltar que estas Onditas son esenciales para el análisis de singularidades debido a su rápido de-
crecimiento, su derivabilidad y su ortogonalidad con los polinomios de orden n � 1 (momentos que se
anulan) (Mallat, 1999; Marín, 2009).

Ejemplo 0.3. Otra Ondita muy importante, aunque de valor complejo, es la Ondita Morlet o la Ondi-
ta Gaussiana (Walker, 2008), la cual permite, al igual que la transformada en tiempo corto de fourier,
analizar una señal en el dominio temporal y frecuencial simultáneamente. Esta Ondita se define como:

 (t) =
1p
�

e�⇡(t/�)

2

ei2⇡⌫t/�, ˆ (!) =
p
�e�⇡

�

(!�2⇡⌫/�)�
�

2
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0.1.2. Cálculo de la transformada Ondita

Para poder calcular la transformada Ondita , la escalas se deben realizar en intervalos diádicos,
es decir, en potencias de 2. Estos intervalos se conocen como octavas y se representan de la forma
[2

�i, 2�i+1

). Luego, cada intervalo se divide en voces. Si tenemos Nv voces por octava, el valor de la
escala s en la i-ésima octava de la j-ésima voz corresponde a si, j = 2

�(i+ j/Nv). Los valores de j van
desde 0 hasta Nv�1, mientras que los valores de i van desde 0 hasta ✓log

2

(N/K) donde N es el número
de puntos de la señal y K es la longitud del soporte de la Ondita . El parámetro ✓ oscila entre 0 y 1 ya
que la escala más pequeña 2

�(log
2

(N/K)+(Nv�1)/Nv) cuando ✓ = 1 hace que la Ondita esté muy contraída
y en consecuencia, el muestreo de la señal 1/N genera una Ondita burda. Para los cáculos de la
transformada Ondita se utilizará un ✓ = 0,75. Ya con las escalas definidas, discretizamos la ecuación
(3) suponiendo que la señal f (t) = f [k] es periódica al igual que la Ondita ¯ s(u) = ¯ si, j[k]. Esto nos
permite utilizar una convolución circular de la siguiente manera

W f (u, s) = f (u) ⇤ ¯ s(u) ⇡ W f [k, si, j] =

N�1

X

n=0

f [n] · ¯ si, j[n � k] = f [k] ? ¯ si, j[k]

Esta convolución se puede realizar utlizando la transformada rápida de Fourier para reducir el costo
computacional (Mallat, 1999).

Ejemplo 0.4. En la Figura. 4 se muestra un señal sintética que consta de una discontinuidad en
t = 0,25, un ruido Gaussiano entre t = 0,35 y t = 0,7 y una campana Gaussiana entre t = 0,7
y t = 1. Se observa que para la campana Gaussiana el valor de la transformada Ondita decrece
a medida que la escala también lo hace debido a su suavidad mientras el valor de los coeficientes
se mantienen aproximadamente para la discontinuidad en t = 0,25. También se observa que en las
escalas pequeñas, la transformada Ondita detecta las variaciones del ruido Gaussiano.
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0.2. ANÁLISIS DE SINGULARIDADES

Aunque el análisis tiempo-frecuencia ya sea utilizando la transformada en tiempo corto de Fourier
o la transformada Ondita usando Onditas complejas, revelan patrones que permiten caracterizar una
señal, existen otras vías para ello, como el análisis de Singularidades el cual cuantifica la derivabilidad
de una función al rededor de un punto. Algunos ejemplos de señales que presentan patrones en el
comportamiento de sus singularidades son el análisis de pluviosidad (Venugopal et al., 2006), señales
vibrantes en la detección de fallas en rodamientos (Sun and Tang, 2002), diagnosis de falla de má-
quinas (Peng et al., 2007), series de tiempos de sismos (Enescu et al., 2004), secuencias de ADN ,
imágenes satelitales, etc (Arneodo et al., 2002).

0.2.1. Exponenete de Hölder

Inicialmente, el teorema de Taylor permite aproximar una función n veces derivable en función de
polinomios a lo sumo de orden n y un término de error.

Teorema 0.2. Si una función f (t) es n veces derivable en el intervalo de centro u y radio ", entonces
se cumple:

f (t) =
n�1

X

k=0

f (k)

(u)

k!

(t � u)

k +
f (n)

(⇠)

n!

(t � u)

n, donde el valor de ⇠ está entre t y u. (7)

El último término de la ecuación (7) se conoce como término de error y es fácil demostrar que dicho
término puede ser acotado de la siguiente forma

|Ru(t)| =
�

�

�

�

�

(t � u)

n

n!

f (n)

(⇠)

�

�

�

�

�

 |t � u|n
n!

sup

⇠2[u�",u+"]
f (n)

(⇠) = A |t � u|n, 8t 2 [u � ", u + "]

Con este resultado podemos caracterizar que tan derivable es la función f (t) haciendo una aproxima-
ción con polinomios y nos otorga una cota superior del error, pero esta definición no es tan fuerte ya
que limita el grado de diferenciabilidad a números enteros y es por esto que es usado el exponente de
Lipschitz o Hölder el cual permite medir la suavidad de la función pero con números reales.

Definición 0.2. Una distribución f (t) es Hölder de orden ↵ � 0 en punto u, si existe una constante
C > 0 y un polinomio Pn(t) de orden n que para todo t en una vecindad de u se tiene

| f (t) � Pn(t � u)|  K|t � u|↵ (8)

donde el polinomio Pn(t) es el mismo de la serie de Taylor truncado en n.

Además de esto, si se cumple que ↵ 2 (n, n + 1) , entonces f (t) se puede derivar n veces pero no
n + 1 veces. Cabe resaltar que si f (t) es Hölder de orden ↵, entonces la primitiva o anti-derivada de
ella es Hölder de orden � � ↵ + 1, aunque en general se cumple que � = ↵ + 1, esto no es cierto para
funciones que con singularidades oscilantes como f (t) = sen(1/t) al rededor de t = 0 (Jameson, 1996;
Mallat, 1999). Por ejemplo, la función escalón H(t) es Hölder de orden ↵ = 0 al rededor del punto t = 0

y su derivada, el delta Dirac �(t), en el sentido de las distribuciones es Hölder de orden ↵ = �1 en este
mismo punto mientras que la función f (t) =

p
t es es Hölder de orden ↵ = 0,5 en t = 0 y f (t) = 0,5t�1/2,

su derivada, es Hölder de orden ↵ = �0,5.

0.2. ANÁLISIS DE SINGULARIDADES 7

0.2. ANÁLISIS DE SINGULARIDADES

Aunque el análisis tiempo-frecuencia ya sea utilizando la transformada en tiempo corto de Fourier
o la transformada Ondita usando Onditas complejas, revelan patrones que permiten caracterizar una
señal, existen otras vías para ello, como el análisis de Singularidades el cual cuantifica la derivabilidad
de una función al rededor de un punto. Algunos ejemplos de señales que presentan patrones en el
comportamiento de sus singularidades son el análisis de pluviosidad (Venugopal et al., 2006), señales
vibrantes en la detección de fallas en rodamientos (Sun and Tang, 2002), diagnosis de falla de má-
quinas (Peng et al., 2007), series de tiempos de sismos (Enescu et al., 2004), secuencias de ADN ,
imágenes satelitales, etc (Arneodo et al., 2002).

0.2.1. Exponenete de Hölder

Inicialmente, el teorema de Taylor permite aproximar una función n veces derivable en función de
polinomios a lo sumo de orden n y un término de error.

Teorema 0.2. Si una función f (t) es n veces derivable en el intervalo de centro u y radio ", entonces
se cumple:

f (t) =
n�1

X

k=0

f (k)

(u)

k!

(t � u)

k +
f (n)

(⇠)

n!

(t � u)

n, donde el valor de ⇠ está entre t y u. (7)

El último término de la ecuación (7) se conoce como término de error y es fácil demostrar que dicho
término puede ser acotado de la siguiente forma

|Ru(t)| =
�

�

�

�

�

(t � u)

n

n!

f (n)

(⇠)

�

�

�

�

�

 |t � u|n
n!

sup

⇠2[u�",u+"]
f (n)

(⇠) = A |t � u|n, 8t 2 [u � ", u + "]

Con este resultado podemos caracterizar que tan derivable es la función f (t) haciendo una aproxima-
ción con polinomios y nos otorga una cota superior del error, pero esta definición no es tan fuerte ya
que limita el grado de diferenciabilidad a números enteros y es por esto que es usado el exponente de
Lipschitz o Hölder el cual permite medir la suavidad de la función pero con números reales.

Definición 0.2. Una distribución f (t) es Hölder de orden ↵ � 0 en punto u, si existe una constante
C > 0 y un polinomio Pn(t) de orden n que para todo t en una vecindad de u se tiene

| f (t) � Pn(t � u)|  K|t � u|↵ (8)

donde el polinomio Pn(t) es el mismo de la serie de Taylor truncado en n.

Además de esto, si se cumple que ↵ 2 (n, n + 1) , entonces f (t) se puede derivar n veces pero no
n + 1 veces. Cabe resaltar que si f (t) es Hölder de orden ↵, entonces la primitiva o anti-derivada de
ella es Hölder de orden � � ↵ + 1, aunque en general se cumple que � = ↵ + 1, esto no es cierto para
funciones que con singularidades oscilantes como f (t) = sen(1/t) al rededor de t = 0 (Jameson, 1996;
Mallat, 1999). Por ejemplo, la función escalón H(t) es Hölder de orden ↵ = 0 al rededor del punto t = 0

y su derivada, el delta Dirac �(t), en el sentido de las distribuciones es Hölder de orden ↵ = �1 en este
mismo punto mientras que la función f (t) =

p
t es es Hölder de orden ↵ = 0,5 en t = 0 y f (t) = 0,5t�1/2,

su derivada, es Hölder de orden ↵ = �0,5.

0.2. ANÁLISIS DE SINGULARIDADES 7

0.2. ANÁLISIS DE SINGULARIDADES

Aunque el análisis tiempo-frecuencia ya sea utilizando la transformada en tiempo corto de Fourier
o la transformada Ondita usando Onditas complejas, revelan patrones que permiten caracterizar una
señal, existen otras vías para ello, como el análisis de Singularidades el cual cuantifica la derivabilidad
de una función al rededor de un punto. Algunos ejemplos de señales que presentan patrones en el
comportamiento de sus singularidades son el análisis de pluviosidad (Venugopal et al., 2006), señales
vibrantes en la detección de fallas en rodamientos (Sun and Tang, 2002), diagnosis de falla de má-
quinas (Peng et al., 2007), series de tiempos de sismos (Enescu et al., 2004), secuencias de ADN ,
imágenes satelitales, etc (Arneodo et al., 2002).

0.2.1. Exponenete de Hölder

Inicialmente, el teorema de Taylor permite aproximar una función n veces derivable en función de
polinomios a lo sumo de orden n y un término de error.

Teorema 0.2. Si una función f (t) es n veces derivable en el intervalo de centro u y radio ", entonces
se cumple:

f (t) =
n�1

X

k=0

f (k)

(u)

k!

(t � u)

k +
f (n)

(⇠)

n!

(t � u)

n, donde el valor de ⇠ está entre t y u. (7)

El último término de la ecuación (7) se conoce como término de error y es fácil demostrar que dicho
término puede ser acotado de la siguiente forma

|Ru(t)| =
�

�

�

�

�

(t � u)

n

n!

f (n)

(⇠)

�

�

�

�

�

 |t � u|n
n!

sup

⇠2[u�",u+"]
f (n)

(⇠) = A |t � u|n, 8t 2 [u � ", u + "]

Con este resultado podemos caracterizar que tan derivable es la función f (t) haciendo una aproxima-
ción con polinomios y nos otorga una cota superior del error, pero esta definición no es tan fuerte ya
que limita el grado de diferenciabilidad a números enteros y es por esto que es usado el exponente de
Lipschitz o Hölder el cual permite medir la suavidad de la función pero con números reales.

Definición 0.2. Una distribución f (t) es Hölder de orden ↵ � 0 en punto u, si existe una constante
C > 0 y un polinomio Pn(t) de orden n que para todo t en una vecindad de u se tiene

| f (t) � Pn(t � u)|  K|t � u|↵ (8)

donde el polinomio Pn(t) es el mismo de la serie de Taylor truncado en n.

Además de esto, si se cumple que ↵ 2 (n, n + 1) , entonces f (t) se puede derivar n veces pero no
n + 1 veces. Cabe resaltar que si f (t) es Hölder de orden ↵, entonces la primitiva o anti-derivada de
ella es Hölder de orden � � ↵ + 1, aunque en general se cumple que � = ↵ + 1, esto no es cierto para
funciones que con singularidades oscilantes como f (t) = sen(1/t) al rededor de t = 0 (Jameson, 1996;
Mallat, 1999). Por ejemplo, la función escalón H(t) es Hölder de orden ↵ = 0 al rededor del punto t = 0

y su derivada, el delta Dirac �(t), en el sentido de las distribuciones es Hölder de orden ↵ = �1 en este
mismo punto mientras que la función f (t) =

p
t es es Hölder de orden ↵ = 0,5 en t = 0 y f (t) = 0,5t�1/2,

su derivada, es Hölder de orden ↵ = �0,5.

0.2. ANÁLISIS DE SINGULARIDADES 7

0.2. ANÁLISIS DE SINGULARIDADES

Aunque el análisis tiempo-frecuencia ya sea utilizando la transformada en tiempo corto de Fourier
o la transformada Ondita usando Onditas complejas, revelan patrones que permiten caracterizar una
señal, existen otras vías para ello, como el análisis de Singularidades el cual cuantifica la derivabilidad
de una función al rededor de un punto. Algunos ejemplos de señales que presentan patrones en el
comportamiento de sus singularidades son el análisis de pluviosidad (Venugopal et al., 2006), señales
vibrantes en la detección de fallas en rodamientos (Sun and Tang, 2002), diagnosis de falla de má-
quinas (Peng et al., 2007), series de tiempos de sismos (Enescu et al., 2004), secuencias de ADN ,
imágenes satelitales, etc (Arneodo et al., 2002).

0.2.1. Exponenete de Hölder

Inicialmente, el teorema de Taylor permite aproximar una función n veces derivable en función de
polinomios a lo sumo de orden n y un término de error.

Teorema 0.2. Si una función f (t) es n veces derivable en el intervalo de centro u y radio ", entonces
se cumple:

f (t) =
n�1

X

k=0

f (k)

(u)

k!

(t � u)

k +
f (n)

(⇠)

n!

(t � u)

n, donde el valor de ⇠ está entre t y u. (7)

El último término de la ecuación (7) se conoce como término de error y es fácil demostrar que dicho
término puede ser acotado de la siguiente forma

|Ru(t)| =
�

�

�

�

�

(t � u)

n

n!

f (n)

(⇠)

�

�

�

�

�

 |t � u|n
n!

sup

⇠2[u�",u+"]
f (n)

(⇠) = A |t � u|n, 8t 2 [u � ", u + "]

Con este resultado podemos caracterizar que tan derivable es la función f (t) haciendo una aproxima-
ción con polinomios y nos otorga una cota superior del error, pero esta definición no es tan fuerte ya
que limita el grado de diferenciabilidad a números enteros y es por esto que es usado el exponente de
Lipschitz o Hölder el cual permite medir la suavidad de la función pero con números reales.

Definición 0.2. Una distribución f (t) es Hölder de orden ↵ � 0 en punto u, si existe una constante
C > 0 y un polinomio Pn(t) de orden n que para todo t en una vecindad de u se tiene

| f (t) � Pn(t � u)|  K|t � u|↵ (8)

donde el polinomio Pn(t) es el mismo de la serie de Taylor truncado en n.

Además de esto, si se cumple que ↵ 2 (n, n + 1) , entonces f (t) se puede derivar n veces pero no
n + 1 veces. Cabe resaltar que si f (t) es Hölder de orden ↵, entonces la primitiva o anti-derivada de
ella es Hölder de orden � � ↵ + 1, aunque en general se cumple que � = ↵ + 1, esto no es cierto para
funciones que con singularidades oscilantes como f (t) = sen(1/t) al rededor de t = 0 (Jameson, 1996;
Mallat, 1999). Por ejemplo, la función escalón H(t) es Hölder de orden ↵ = 0 al rededor del punto t = 0

y su derivada, el delta Dirac �(t), en el sentido de las distribuciones es Hölder de orden ↵ = �1 en este
mismo punto mientras que la función f (t) =

p
t es es Hölder de orden ↵ = 0,5 en t = 0 y f (t) = 0,5t�1/2,

su derivada, es Hölder de orden ↵ = �0,5.

Hölder	Distribu3on		

8

0.2.2. Regularidad General

La transformada de fourier, además de realizar un análisis frecuencial de una función f (t), también
caracteriza la regularidad a un nivel global sobre todo R.

Teorema 0.3. Una función f (t) es acotada y uniformemente Hölder de orden ↵ en todo R si y solo si

1
Z

�1

| ˆf (!)|(1 + |!|↵) d! < +1

Lastimosamente este resultado solo nos permite tener una visión global de la regularidad de la fun-
ción f (t) y no posibilita analizar dicha regularidad en una vecindad de un punto u, pero la transformada
Ondita en función de su decaimiento detecta variaciones bruscas localmente al rededor de este punto.
Antes de ver esto, se mostrarán algunas propiedades necesarias para que dicha transformada estime
el valor de la regularidad ↵.

Definición 0.3. Una función  (t) tiene un rápido decaimiento si existe un Bk, 8k 2 N tal que

| (t)|  Bk

1 + |t|k (9)

Teorema 0.4. La familia  n(t) de funciones generada de la forma:

 n(t) = (�1)

n dn#(t)
dtn , con #(t) = e�t2/2 (10)

son Onditas con n momentos que se anulan y con rápido decaimiento.

Demostración. Primero que todo, la familia  n(t) puede ser reescrita de a siguiente manera

 n(t) =

8

>

>

<

>

>

:

t#(t) , si n = 1

t  n�1

(t) � (n � 1) n�2

(t) , si n � 2

con  
0

(t) = #(t). Además, la función #(t) tiene un rápido decaimiento y por ende, la función  
1

(t) =
t#(t) es de rápido decaimiento también. Con estos resultados, se tiene los dos casos bases. Luego,
suponiendo que tanto  n�1

(t) como  n�2

(t) son de rápido decaimiento, se puede ver reemplazando
 n(t) en (9) que

| n(t)| = |t  n�1

(t) � (n � 1) n�2

(t)|
 |t  n�1

(t)| + (n � 1)| n�2

(t)|
 Ak

1 + |t|k + (n � 1)

Bk

1 + |t|k

=
Ck

1 + |t|k

Por ende,  n(t) es de rápido decaimiento. Como son derivadas de la función Gaussiana, se cumple
que  n(t) 2 L2

(R). La transformada de fourier de la familia corresponde a ˆ n(!) = (i!)

n
ˆ#(!) y al ser

evaluada en ! = 0, es claro que ˆ n(! = 0) = 0 y en consecuencia cumplen a condicón de admisibilidad
(1) luego toda la familia cumple lo necesario para ser Onditas . Para que estás sean normalizadas, solo
se debe dividir por la norma de cada una.
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evaluada en ! = 0, es claro que ˆ n(! = 0) = 0 y en consecuencia cumplen a condicón de admisibilidad
(1) luego toda la familia cumple lo necesario para ser Onditas . Para que estás sean normalizadas, solo
se debe dividir por la norma de cada una.

Global	regularity	!	
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Finalmente, veamos que esta familia tiene n momentos que se anulan. Para ello, utilizamos la
ecuación (4) y las propiedades de la transformada de fourier
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Este último resultado se obtiene expandiendo la derivada hasta visualizar el caso general. Si el máximo
valor de p es n � 1, entonces los exponentes de ! en la ecuación anterior variarían desde n hasta 1 y
por ende el valor de (11) cuando ! = 0 sería 0, pero si p = n, entonces (11) sería igual a n!

ˆ#(0) , 0.
Con esto se demuestra que  n(t) tiene a lo sumo n momentos que se anulan. ⌅

Como ya se sabe que (10) genera una familia de Onditas, podremos dar una mejor explicación
de la trasformada Ondita usado estás funciones. Primero que todo, recordamos que la transformada
Ondita puede ser reescrita como una convolución de la forma W f (u, s) = f (u)⇤ ¯ s(u) con ¯ s(t) = 1p

s (

�t
s )

según la ecuación (3). Si reemplazamos ¯ s(t) por las Onditas ¯ n,s(t), se tendría:

¯ n,s(t) =
(�1)

n

p
s

dn#(�t/s)

dtn =
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s
sn dn#(⌧)

d⌧n
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= sn dn
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dtn con ¯#s(t) =

1p
s
#
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s

◆

y utilizando la definición por convolución

W f ,n(u, s) = f (u) ⇤ ¯ n,s(u) = f (u) ⇤ sn dn
¯#s

dtn (u) = sn dn

dtn

⇣

f ⇤ ¯#s
⌘

(u) (12)

Esto quiere decir que la transformada Ondita usando la familia  n(t) puede ser interpretada como una
estimación de la enésima derivada de una función f (t) suavizada primeramente por un filtro basa bajas
dilatado (la función Gaussiana cumple que ˆ#(! = 0) = Q , 0) (Mallat, 1999).

(a) Señal f (t) (b)
⇣

f ⇤ ¯#s

⌘

(t)
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Figura 6: Suavización de una señal f (t) y de sus derivadas utilizando el operador diferencial multi-escala (12).
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0.2.2. Regularidad General

La transformada de fourier, además de realizar un análisis frecuencial de una función f (t), también
caracteriza la regularidad a un nivel global sobre todo R.

Teorema 0.3. Una función f (t) es acotada y uniformemente Hölder de orden ↵ en todo R si y solo si

1
Z

�1

| ˆf (!)|(1 + |!|↵) d! < +1

Lastimosamente este resultado solo nos permite tener una visión global de la regularidad de la fun-
ción f (t) y no posibilita analizar dicha regularidad en una vecindad de un punto u, pero la transformada
Ondita en función de su decaimiento detecta variaciones bruscas localmente al rededor de este punto.
Antes de ver esto, se mostrarán algunas propiedades necesarias para que dicha transformada estime
el valor de la regularidad ↵.

Definición 0.3. Una función  (t) tiene un rápido decaimiento si existe un Bk, 8k 2 N tal que

| (t)|  Bk

1 + |t|k (9)

Teorema 0.4. La familia  n(t) de funciones generada de la forma:

 n(t) = (�1)

n dn#(t)
dtn , con #(t) = e�t2/2 (10)

son Onditas con n momentos que se anulan y con rápido decaimiento.

Demostración. Primero que todo, la familia  n(t) puede ser reescrita de a siguiente manera
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t#(t) , si n = 1

t  n�1

(t) � (n � 1) n�2

(t) , si n � 2

con  
0

(t) = #(t). Además, la función #(t) tiene un rápido decaimiento y por ende, la función  
1

(t) =
t#(t) es de rápido decaimiento también. Con estos resultados, se tiene los dos casos bases. Luego,
suponiendo que tanto  n�1

(t) como  n�2

(t) son de rápido decaimiento, se puede ver reemplazando
 n(t) en (9) que

| n(t)| = |t  n�1

(t) � (n � 1) n�2

(t)|
 |t  n�1

(t)| + (n � 1)| n�2

(t)|
 Ak

1 + |t|k + (n � 1)

Bk

1 + |t|k

=
Ck

1 + |t|k

Por ende,  n(t) es de rápido decaimiento. Como son derivadas de la función Gaussiana, se cumple
que  n(t) 2 L2

(R). La transformada de fourier de la familia corresponde a ˆ n(!) = (i!)

n
ˆ#(!) y al ser

evaluada en ! = 0, es claro que ˆ n(! = 0) = 0 y en consecuencia cumplen a condicón de admisibilidad
(1) luego toda la familia cumple lo necesario para ser Onditas . Para que estás sean normalizadas, solo
se debe dividir por la norma de cada una.
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We	want	local	!	
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Esto quiere decir que la transformada Ondita usando la familia  n(t) puede ser interpretada como una
estimación de la enésima derivada de una función f (t) suavizada primeramente por un filtro basa bajas
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Figura 6: Suavización de una señal f (t) y de sus derivadas utilizando el operador diferencial multi-escala (12).
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En la Figura. 6 se muestra un ejemplo de una señal con varias discontinuades y la suvización que
se hace utilizando la transformada Ondita junto con sus derivadas. La Figura. 6b corresponde a la
convolución de f (t) con la función ¯#s (en este caso es Gaussiana). Se puede ver que el resultado apro-
xima muy bien la señal suavizando los bordes correspondientes a puntos singulares. La Figura. 6c y
Figura. 6d son respectivamente la primera y segunda derivada de la función suavizada. Los puntos que
son máximos locales del valor asoluto de la transformada Ondita son conocidos como la transformada
módulo máximo, la cual nos guiará más adelante para la cuantificación del exponente de Hölder .

0.2.3. Transformada Ondita y el exponente de Hölder

La relación entre la transformada Ondita y la regularidad de una función fue ampliamente trabajada
por Jaffard (1991) donde se demuestra que el decaimiento de los coeficientes de la transformada
Ondita permite aproximar para escalas muy pequeñas la regularidad de una función. Para ver esto, se
mostrará una condición necesaria y otra suficiente junto con la definición del cono de influencia para
dar por escrito esta relación.

Teorema 0.5. Sea f (t) una función Hölder de orden ↵ en el punto ⌧ y  (t) una Ondita con n � ↵
momentos que se anulan y n derivadas con rápido decaimiento, entonces existe una constante Q > 0

talque

|W f (u, s)|  Qs↵+1/2
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!

, 8(u, s) 2 R ⇥ R+ (13)

Demostración. Recordamos que si una función es Hölder de orden ↵ en un punto ⌧, entonces se
cumple (8), es decir, | f (t) � Pn(t � ⌧)|  K|t � ⌧|↵. Como  (t) tiene n momentos que se anulan
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haciendo el cambio de variable z = t�u
s y haciendo uso de la desigualdad |x + y|↵  2
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como las Onditas son rápidamente decrecientes y de energía infinita, se puede reducir la ecuación
anterior en

|W f (u, s)|  s↵+1/2
2
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�

�

↵
!

⌅

Esta condición necesaria más no suficiente nos muestra que el valor de la regularidad ↵ acota el
valor los coeficientes del valor absoluto de la transformada Ondita y estos decaen a medida que la
escala decrece. El hecho que no sea una condición suficiente, no nos limita a realizar de antemano
una aproximación al exponente de Hölder en términos numéricos (Jameson, 1996).

Teorema 0.6. Sea f (t) 2 L2
(R) y  (t) una Ondita con n > ↵ momentos que se anulan y n derivadas

con rápido decaimiento. Si ↵ no es un entero y existe una constante Q > 0 y un � < ↵ talque

|W f (u, s)|  Qs↵+1/2

 

1 +

�

�

�

�

�
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s

�

�

�

�

�

�
!

, 8(u, s) 2 R ⇥ R+ (14)

entonces f (t) es Hölder de orden ↵ en el punto ⌧.

La demostración de este teorema puede ser encontrada en (Mallat, 1999, Pág: 171). Con estos re-
sultados podemos concluir que se necesita un tipo de Onditas que sean continuamente diferenciables
y con un determinado número de momentos en que se anulan para detectar regularidades menores o
iguales a estos momentos.

Definición 0.4. El cono de influencia del punto ⌧ es el conjunto de puntos (u, s) que pertenecen al
soporte de la Ondita  u,s(t) = s�1/2 

�

(t� u)/s
�

, es decir, si el soporte de la Ondita  (t) esta definido por
[�C,C], el soporte de  u,s(t) sería [u �Cs, u +Cs] y por ende, el cono al rededor de ⌧ es

|u � ⌧|  Cs (15)

Si reemplazamos esta desigualdad en las condiciones (13) y (14), ambas expresiones se simplifi-
can en:

|W f (u, s)|  Ms↵+1/2 (16)

Esto quiere decir, que si tomamos una línea de puntos a través de las escalas pequeñas, podríamos
tener una medida del exponente de Hölder de la siguiente manera

log

2

(|w f (u, s)|) ⇡ log

2

(M) + log

2

(↵ + 1/2) log

2

(s) (17)

La pendiente ↵+1/2 de esta relación estima dicho exponente, aunque en varios casos, tomar cualquier
sucesión de puntos no permite un cálculo correcto. Así que pasaremos a definir la transformada módulo
máximo la cual permite corregir dichos problemas (Marín, 2009).
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sultados podemos concluir que se necesita un tipo de Onditas que sean continuamente diferenciables
y con un determinado número de momentos en que se anulan para detectar regularidades menores o
iguales a estos momentos.

Definición 0.4. El cono de influencia del punto ⌧ es el conjunto de puntos (u, s) que pertenecen al
soporte de la Ondita  u,s(t) = s�1/2 

�

(t� u)/s
�

, es decir, si el soporte de la Ondita  (t) esta definido por
[�C,C], el soporte de  u,s(t) sería [u �Cs, u +Cs] y por ende, el cono al rededor de ⌧ es

|u � ⌧|  Cs (15)

Si reemplazamos esta desigualdad en las condiciones (13) y (14), ambas expresiones se simplifi-
can en:

|W f (u, s)|  Ms↵+1/2 (16)

Esto quiere decir, que si tomamos una línea de puntos a través de las escalas pequeñas, podríamos
tener una medida del exponente de Hölder de la siguiente manera

log

2

(|w f (u, s)|) ⇡ log

2

(M) + log

2

(↵ + 1/2) log

2

(s) (17)

La pendiente ↵+1/2 de esta relación estima dicho exponente, aunque en varios casos, tomar cualquier
sucesión de puntos no permite un cálculo correcto. Así que pasaremos a definir la transformada módulo
máximo la cual permite corregir dichos problemas (Marín, 2009).
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0.2.4. Transformada Módulo Máximo

La transformada módulo máximo (WTMM) por sus siglas en ingles, corresponde a todo el conjunto
de puntos que son máximos locales del valor absoluto de la transformada Ondita , es decir

WT MM =

8

>

>

<

>

>

:

(u
0

, s
0

) 2 (R,R+),
@|W f (u, s)|

@u

�

�

�

�

�

�

u=u
0

,s=s
0

= 0

9

>

>

=

>

>

;

(18)

Además, el conjunto de puntos pertenecientes a WTMM concatenados a través de las escalas son
conocidos como líneas máximas. Estás líneas son fundamentales para el cálculo del exponente de
Hölder ya que Mallat and Hwang en su trabajo de (1992) demostraron una relación explícita entre el
exponente de Hölder y las líneas máximas.

Teorema 0.7. Sea  (t) = (�1)

n#(n)

(t) una función de soporte compacto y n veces continuamente
diferenciable y además con ˆ#(!) , 0 ( (t) tiene n momentos que se anulan). Si f (t) 2 L1

[a, b] y si
existe un escala 0 < s̄ < s en la cual no hay un máximo local en u 2 [a, b] de la función |W f (u, s)|,
entonces existe un � > 0 tal que f (t) es uniformemente Hölder de orden n en el intervalo [a + �, b � �].

Esto nos quiere decir que un punto ⌧ es Hölder de orden 0 < ↵ < 1 si existe una sucesión de
máximos locales (uq, sq) tales que convergen al punto (⌧, 0) cuando q tiende a infinito, aunque no se
asegura que cualquier módulo máximo haga parte de una sucesión convergente en las escalas finas,
pero utilizando Onditas de la familia Gaussiana como se propuso en la ecuación (10), todas las líneas
máximas se propaga en escalas finas ya que estas son solución de la ecuación de calor y el principio
del máximo garantiza dicho resultado (Mallat and Hwang, 1992; Mallat, 1999).

0.2.5. Esqueleto de la transformada módulo máximo y su concatenación

Como se observó anteriormente, los módulos máximos son los máximos locales de la función
|W f (u, s)| para una escala s fija, entonces la transformada módulo máxima (18) nos da como resultado
un conjunto de puntos a través del plano (u, s), eso quiere decir que aún no hay líneas máximas
definidas. A este conjunto de puntos se le llama esqueleto de la transformada módulo máxima. Para
hallar dichas líneas, se debe implementar un algoritmo de búsqueda local que permita hacer esta unión
de puntos. El método que se desarrolló este libro consta de 4 pasos:

1. Partiendo de los máximos locales de la escala más baja, se hace una búsqueda local de los m
puntos que se encuentran a menor distancia en las dos escalas siguientes (en algunos casos,
por errores numéricos, no se encuentra un máximo local relativamente cercano en la escala
siguiente).

2. Se le asigna como siguiente punto en la línea máxima a aquel máximo de menor distancia.

3. Si dos puntos tienen un mismo punto como el de menor distancia, se le asigna este punto al más
cercano y al otro punto se le asigna su segundo más cercano.

4. Al tener cada punto asignado su máximo local siguiente, se pasa a los puntos que se concate-
naron y se empieza nuevamente desde el paso 1 hasta abarcar todos los máximos locales del
plano.

Luego de tener las puntos concatenados, se utiliza la aproximación lineal (17) evaluando cada línea
máxima en un rango de escalas s 2 [S m, S M] de tal forma que dicha relación lineal se mantenga.
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ψ(𝑥)	
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EMOTIONS	 BOREDOM		 DISGUST	 HAPPINESS	 FEAR	 NEUTRAL		 ANGER		 SADNESS	

BOREDOM	 89.74%	 0%	 0%	 1.28%	 6.41%	 1.28%	 1.28%	

DISGUST	 2.22%	 91.11%	 4.44%	 0%	 2.22%	 0%	 0%	

HAPPINESS	 0%	 2.86%	 85.71%	 2.86%	 1.43%	 7.14%	 0%	

FEAR		 1.45%	 1.45%	 1.45%	 92.75%	 2.9%	 0%	 0%	

NEUTRAL		 6.25%	 0%	 0%	 2.5%	 91.25%	 0%	 0%	

ANGER	 0%	 0.79%	 4.76%	 1.59%	 0%	 92.86%	 0%	

SADNESS	 1.67%	 0%	 0%	 1.67%	 3.33%	 0%	 93.33%	
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