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Método de Residuos Ponderados (MRP)

Sea H un espacio de Hilbert, A un operador diferencial. Sea f
una funcién dada, se quiere determinar una solucién
aproximada de la ecuacion

Au=f en Dy C H (1)
Si {¢;} es una base de H, y ug € Dy es tal que
(Aug — f,¢r) =0 paratodo k=1,2,... (2)

entonces Aug — f =0 en H y ug es solucién de (1).
Se buscan aproximaciones, u € D4, de (1) de la forma

=Y app (3)
k=1

donde las aj, son constantes a determinar y {¢y} forman una
base de H tal que D4 contiene todas las combinaciones lineales

de la forma
u = E apdr
k
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Método de Galerkin: se basa esencialmente en el modelo de
la ecuacién 2 esto es, @ es solucién de (1), es decir Au — f =0,
equivale a que

(At — f,¢r) =0 para todok=1,2,...,n (4)

sistema de m ecuaciones con n incégnitas a determinar
ai,as, ..., a,. En otras palabras, el método busca que el residuo
R = Au — f sea ortogonal a la base escogida en D 4.

Método de Petrov-Galerkin: generaliza el método de
Galerkin, usando una base {¢y} para describir la funcién
aproximacion u y otra base distinta {i;} del espacio, para
plantear las ecuaciones (4). Asi,

n
=Y ardr
k=1
y
(At — f,9x) =0 para todok=1,2,....,n (5)

las ¥, se denominan funciones de ponderacién.
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En general, para determinar una solucién aproximada de la
forma @ =Y, ap¢y, de la ecuacién Au = f usando el método
de Galerkin, tener presente que

A ardr) = arA(dr) = f
k=1 k=1
con

= di
R:ZakA(¢k)_f wkZdT%Z(z)k,k:l,Q,...,n
k=1

se debe satisfacer que

/kadx:/ > ajA(g) — f | drdr =0 k=1,2,...,n
Q Q .
7j=1
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y los a; se obtienen al resolver el sistema de ecuaciones

;aj/gfl(%)qﬁkdx:/ﬂfmdx k=1,2,...n

0 mejor

n
ZajKjk = Fk k= 1,2, . n
j=1

donde Kj;, = fQ (pj)prdx y Fi, = fQ fordx para k =1,2,.
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Ejemplo. Considerar la ecuacién dada por
d*u
W—uz—m0<x<1 (6)
u(0) =0y u(l)=0
@ es solucién del problema si @ € Lo(0,1) y @(0) =0y a(1) = 0.
En particular, considerar
u=arx(l—x)
conw; =z(l—x)y
d*a
= d—xz—ﬂ+w: —2a; —a1x(l —x) +x

y usando Galerkin, se debe resolver (R, w;) = 0, es decir
1 1 d2’l~L
/ w(z — 1) Rdz = / w(z — 1)] [—2 _ae x] 4 (7)
0 0 dx
1
_ / (e — 1)][~2a1 — a12(1 — 2) + 2]dz = 0 (8)
0
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1
/[Ml—xM—%u—awU—ﬁ®+xMx=0
0
1
/ [—2a12 + 2a12% — a12® + 2a12° — a1t + 2% — x3]da: =0
0

y al resolver la integral se llega a la ecuacion

L2 Lol Lol
—a1+ -a; —-a1+ -a1 — -a; + =
L R S e S

1
1=0
de donde a; = 5 = 0,2272 y

@ = 0,22722(1 — 2)
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Si @ = ajx(1 —x) + azx?(1 — z), entonces con wy = z(1 —x) y
w2 = :E2(1 - l‘), y

d*a

—2a1 + 2a9 — 6asxr — a1x + a1x
a1(=2 —x —2%) + az(2 — 62 — 2* + 23) +

2_ a2x2 +a2x3 +x

y se debe resolver el sistema de ecuaciones, para a; y as:

/1[35(1 —2)][a1 (=2 — x + 2?) + az(2 — 62 — 22 + 23) + x]dz = 0
0

1
/ [2°(1 — 2)][a1 (=2 =z + 2%) + a2(2 — 62 — 2? + 2°) + 2]dz = 0
0
de donde a; = 0,1459, ao = 0,1628 y
@ = 0,14592(1 — z) + 0,162822(1 — x)
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En la formulacion del método de Galerkin para el problema 6,
fue necesario evaluar la integral

Vod?a

1 an 1 ~
= /Ow@da:-l-/o (—wt + wx)dx

al aplicar integracién por partes en la primera integral se
obtiene la formulacién débil del problema, es decir

du L dw di
“ +/ (——w—u—w&—l—wx)d:czo
0 0

Yix

dr dzx
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Elementos finitos unidimensionales lineales

Se busca una aproximacién de la forma
U =c1T + co2 9)
con la condicién que
u=cixr+co =u para k=1,i+1 (10)

Resolviendo (10) para c; y ¢, se puede escribir (9) en términos
de u; y ujy1 asi

u(x) = Ni(x)u; + No(z)uitr (11)
con
Ti+1 — T r — X
Ny = ———— Ny = —— hi =i — x5
h; h;
Ny Ny N, Ng/, N, Ny
- P X Xiaq
e e ey
0 13 213 1
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Para el problema (6) y los elementos

e1 =100,1/3], ex2=1[1/3,2/3] y e3=1[2/3,1]

du
u = Ny (SC)UZ + N2($)Ui+1 % = N{(:c)uz + Né(:E)UH_l
— _ dwl _ At/ de a7/
wy = Ni(xz) wy = No(z) y P Ni(z) dr Na()

La formulacién débil, en el elemento e; = [x;, z;41] en términos
de U; § Uj41, W1 Y W2

Titl
I = / (—N{(N{ui -I-NéuH_l) — N1(Nyui + Nowjt1) + Ny )dz
z;

Ti41
I = / (= N3 (N}ui + Nyisr) — Na(Niui + Nowigr) + o No)de
X

i
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Escrita en forma matricial

i N{ / / Uj
_/m (Né)(Nl N ) L
Ti41 Nl uz Ti41 N]_
_/m (NQ)(Nl N2)<ui+1)dx+/m w(N2>dm

calculando las integrales, con los valores de N1 y Na, se obtiene

L 4 h _ 1l h hi (.. .
- +
1 h; 1 h; X hi
“nte wmt3 Ui+1 T2zt + x)
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Evaluando en cada elemento

(e1)
—3.111 2,9444 w ), (00185
29444 —3111 ) \ ug 0,0370
(e2)
—3.111 2,9444 up \ , [ 0.0741
2,9444 —-3,111 U3 0,0926
(e3)

—3,111 2,9444 us \ (0,126
2,0444 —3,111 Uy 0,1481
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Acoplando el sistema

311 294 0 0 u —0,0185 + /(0)
294 —622 294 0 u | —0,1111

0 294 -622 2094 us | T —0,2222

0 0 294 -311 s —0,1481 — /(1)

al introducir las condiciones de frontera u; = 0y uq = 0 se tiene

1 0 0 0 U1 0

2,94 —6,22 294 0 up | | —0,1111
0 2,94 —6,22 294 ug || —0,2222
0 0 0 1 Ug 0

resolviendo se tiene u; = 0, ug = 0,0448, u3 = 0,0569 y uq4 =0

Patricia Gomez Palacio Método Wavelet-Galerkin



La solucién en cada elemento, con u = Ny(x)u; + Na(2)uiy1, es,

0<z<1/3
1/3—x_  x-0
= 448 = 0,1344
U 1/3 0+ 1/30,0 8 =0,1344x
1/3<2<2/3
2/3—x x—1/3
= 0,0448 0,0569 = 0,0327 + 0,3051
- VE R PRl U0k
2/3<x<1
l1—x x—2/3
u= 75 00569 + =20 =0, 707(1 — )
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Elementos finitos unidimensionales cuadraticos.

En un elemento e = [z;, z;41], con x; = mi%““, se busca una
aproximacion de la forma
u(z) = e32° 4+ cox + 1 (12)

tal que wug = 631‘% 4+ coxp +c1 para  k=i,5,i+1
y al resolver para c1, ca y 3, usando la ecuacién (12) se expresa
u en términos de u;, u;41 y u;j en la forma

u(x) = Ni(z)u; + Na(z)u; + Nauitq

donde
N1 = ?(Zli—l'i-f—l)(x_xj) 1TAN /ﬁz\\ //Ni\\ /
i 1 // Ny N, Ny
4
Ny = —h—?($—$i)(5ﬂ_$i+1) // ° \ : & )
5 0 T wo 1
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Para el problema (6), en los elementos e; = [0,1/2] y
es = [1/2,1] y en cada elemento la aproximacién cuadrética

u = Ni(x)us + No(z)uz + N3(z)us

De la formulacion débil del problema, en cada elemento se debe
resolver para k = 1,2, 3 la integral

i1
/ (_N]/C(N{ul'f_Néuz‘f’NéUg)—Nk(NlUl+N2U2+N3U3)+(1?Nk)d{E

que en forma matricial es

Tit1 N],_ Ul
_/ (Ng)(N{ N} Né)(ug)dm
Ti Né us
i1 [ N1 Uy Tip1 Ny
—/ N2 ( Nl N2 N3 ) U dl‘-{—/ xT N2 dx
i N3 u3 @i N3
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y calculando las integrales con los valores de N1, No y N3, se

obtiene
3}711- + 21}? _3ii + % 311” - % ui
- _3§Li+’ll_§ P}fi"‘% _3ii+% U2
3}“ - % _321 + % 3}711 + 21}? u3
Zg
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El sistema acoplado resultante, después de evaluar en los
valores de cada elemento e introducir las condiciones de frontera
u; =0y us =0, es

1 0 0 0 0 uw 0
53 —10,93 53 0 0 s —0,083

0,65 53 -947 53  —0,65 us | =| —0,083
0 0 53 —10,93 53 Uy ~0,25
0 0 0 0 1 us 0

de donde uy = 0,0351, ug = 0,0566, ugy = 0,0503
En(e;) 0<x<1/2 wu=0,1672z — 0,1080x>

En (es) 1/2<z<1 wu=-0,352022+ 0,4149z — 0,06286
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Wavelet Daubechies D6

Las siguientes formulas permiten calcular el valor de la funcién
de escala ¢ y de la wavelet madre ¢ en cada valor de x

1

p(@) = V2hppe—k) @)= D (=1)* V2h1_pp(2z k)
k=0

k=—14

El calculo es recursivo y se puede iniciar con el valor para
z=0,1,2,3,4,5, que son las componentes de un vector propio
asociado al valor propio 1 de la siguiente matriz A

[ i |
0,3326705529500825...
0,8068915093110924...
0,4598775021184914...
-0,1350110200102546...
-0,0854412738820267 ...
0,0352262918857095...

he 0 0 0 0 07 |
ha hi hg 0 0 O

B hi hy he hy ho O

4= \/i 0O hs hs hs ha M

0 0 O hs hg bhs

0O 0 O 0 0 bhs

U | W N = O
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() para algunos valores de z

[ =z ] o) | = o(z) |
0 0] 25 | —0,014970591
0,125 | 0,133049835 | 2,625 | —0,03693336
0,250 | 0,284716624 | 2,750 | —0,040567571
0,375 | 0,422532739 | 2,875 0,037620632
0,500 | 0,605178468 | 3 0,095267546
0,625 | 0,743571274 | 3,125 0,062104053
0,750 | 0,89811305 | 3,250 0,02994406
0,875 | 1,000444005 | 3,375 0,011276602
1 1,286335069 | 3,5 | —0,031541303
1,125 | 1,105172581 | 3,625 | —0,013425276
1,250 | 0,889916048 | 3,750 | 0,003025131
1,375 | 0,724108826 | 3,875 | —0,002388515
15 | 0441122481 | 4 0,004234346
1,625 | 0,30687191 | 4,125 0,001684683
1,750 | 0,139418882 | 4,250 | —0,001596798
1,875 | —0,125676646 | 4,375 0,000149435
2 | —0,385836961 | 4,5 0,000210945
2,125 | —0,302011152 | 4,625 | —7,05485¢ — 05
2,250 | —0,202079935 | 4,750 | 1,05087¢ — 05
2,375 | —0,158067602 | 4,875 | 5,23519¢ — 07
5 0
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Con los datos de ¢ en la tabla se pueden construir en Matlab
las graficas de la funcién de escala ¢, en (a), y la wavelet madre

¥, en (b).

08

06

04

02
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Método Wavelet-Galerkin

Considerar el problema,
d2
dz2

u0)=1y u(l)=0

Para la wavelet D6, con L = 6 y j = 0, considerar una solucién

aproximada de (13) de la forma

+Bu=00<z<1 (13)

1

27
Z ck2j/2cp(2j1: —k)= Z crp(xr — k) (14)

k=1-L k=-5

donde ¢ son constantes a determinar.
Al sustituir (14) en (13) se tiene que

d2 chgox— —|—ﬂchgpx— )=0

k=-5

Z cwp(x — k) + Z ckp(z—k) =0

k=-5 k=-5
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Al tomar producto interno con ¢(x — n), se sigue que

1

1
Z ckQ[n — k] + 3 Z Ck(sn,k =0 (16)

k=-5 k=-5

conn=-—5,—-4,...0,1,y

Qn — k] = /cp"(x —k)o(x —n)dx

On e = /cp(a; —k)p(z —n)dzx

Las integrales Q[n — k| se conocen como coeficientes conexion.
Al introducir las condiciones de frontera, u(0) =1y u(1l) =0, se
tienen las siguientes igualdades

1 1

u0)= > ap(-k) =1y ul)= > cp(l—k) =0

k=-5 k=-5
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Coeficientes conexién para D6 con j=0

Q[-4] | 5,357142857144194¢ — 03
Q[-3] | 1,142857142857108¢ — 01
Q[-2] | —8,761904761904359¢ — 01
Q[-1] | 3,390476190476079¢ + 00
Q[0] | —5,267857142857051¢ + 00
Q1] | 3,390476190476190€ 4 00
Q2] | —8,761904761904867¢ — 01
Q3] | 1,142857142857139¢ — 01
Q4] | 5,357142857141956¢ — 03
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La ecuacién (16) se puede escribir en forma de sistema
matricial, T’C' = B, donde C el vector de las incégnitas cg, T la
matriz de los coeficientes conexién, y B el vector de términos
independientes, es decir

0 »(4) »(3) »(2) »(1) 0 0
Q] QO] +8 Q1] Q[-2] Q[-3] Q[—4]  Q[-5]
Q[2] Q1] Qo]+ 8 Q1] Q[-2] Q[-3] Q[-4]
T=| Q3 Q[2] Q1] Qo]+ 8 Q1] Q[—2]  Q[-3]
Q4] Q3] Q2] Q1] Qo] +8 Q-1  Q[-2]
Q5] Q4] Q3] Q2] Q1] Qo] +8  Q[-1]
0 0 »(4) »(3) »(2) »(1) 0

donde se ha tenido en cuenta que el soporte de ¢(x) es [0,5] y
por tanto ¢(6) = p(5) = ¢(0) = p(—1) =0. Con S =1 la
matriz T es

0 0,0042 0,0953  —0,3858 1,2863 0 0

3,3905  —4,2679 3,3905 —0,8762 0,1143 0,0054 0

—0,8762 3,3905  —4,2679 3,3905 —0,8762 0,1143 0,0054

T = 0,1143 —0,8762 3,3905  —4,2679 3,3905 —0,8762 0,1143

0,0054 0,1143  —0,8762 3,3905 —4,2679 3,3905 —0,8762
0 0,0054 0,1143  —0,8762 3,3905 —4,2679 3,3905
0 0 0,0042 0,0953  —0,3858 1,2863 0
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y con

sy
Il
cococococow
<
Q
Il

la solucién del sistema que se obtiene usando Matlab es

c_s —0,9972
c_y —0,8776
c_3 0,1279
c_o | = 1,0543
c_1 1,0870
co 0,2476
c1 —0,5059

y entonces

1
u(z) = Y ez — k) = —0,9972p(x + 5) — 0,87T60(x + 4)
k=-—5
+0,1279¢(x + 3) + 1,0543¢(x + 2) + 1,0870¢(x + 1)
+0,2476¢(z) — 0,5059p(z — 1)
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A partir de la ecuacién obtenida para u y con los valores de ¢
dados en la tabla anterior, se consigue la solucién aproximada
que se muestra en la siguiente tabla, donde también se incluyen
los valores de la solucién exacta, en los mismos valores de z,
teniendo en cuenta que la solucion exacta del problema es

u(z) = cos(x) — cot(1) sin(z)

’ x ‘ u(z) aproximado ‘ u(z) exacto ‘
0 1 1
0,125 0,921657 0.912145
0,25 0,829106 0.810056
0,375 0,726413 0.69533
0,5 0,609339 0.569747
0,625 0,477075 0.435276
0,75 0,331501 0.294014
0,875 0,172689 0.148163
1 0 0
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Solucién exacta y aproximada de u” +u =0 u(0) =1, u(1) =0

1 T T

T T
Solucién Wavelet-Galerkin
— — — Solucién exacta
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