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Preliminares

El problema de Dirichlet: Formulacién débil:
_ — | Auvdx :/ fvdx
—Au = f en 0 /Q o
u = 0 sobre T,
I3
u € C%(Q) N C(Q) solucién / YV u-Vvdx :/ frdx
clasica, f € Lr(Q). Q Q
Vv € C5°(Q).
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Preliminares

Preliminares

ueV=HQ).
Formulaciéon débil:

ve V:a(uv)=4L(v) VveV,

a(u, v) —/Vu-Vvdx, Yu,v e V
Q

{: V=R
Z(v):/ fvdx, Vve V.
Q
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Método de Galerkin

Formulacién variacional:
Problema diferencial:
a(u,v) = (v, Tu)
Tu=f (v) = (L)
T es un operador di- ueV, YveV
ferencial lineal en un
espacio de Hilbert V. (v, Tu)y = (L, v).
O~uen VyCV
VN:gen{QDl,...,SON} .
<90j7 TU> = <(pjv f>
N N
i=> cipr S alen Te) = (9.1)
i=1 i=1
Ke = b ERFF
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Eleccién del espacio Vy

N
0= > cpi

i=1
Kc = b

Requerimientos:
@ (p; soporte pequeio: K dispersa
@ ; regularidad y ortogonalidad: K tiene niimero de condicién bajo

@ Esquema refinable: i se puede mejorar recursivamente con bajo costo
computacional.
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Analisis multirresolucidn

{V, : j € Z} sucesién de subespacios de L>(R), es un anilisis
multirresolucién (AMR) si

° {O}C...CV_QCV_1CV0CV1CV2C...CL2(]R)

;2 Vj es denso en Ly(R)
° ﬂ,ez Vi =10}
o f(t)e V& f(2t) € Viqq
o f(t) e Vo<:>f(t— k) € Vo
o {¢(t — k)}kez es una base ortonormal de Vy, ¢ es la funcién de
escala.
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Método wavelet-Galerkin

@ : Funcién de escala:

V; = gen{pu(t) = 2/2p(2t — k) : k € Z}

@ 1): wavelet madre asociada a la funcién de escala ¢

W; = gen{vj(t) = 2/2p(2t — k) : k € Z}

@ Refinamiento del espacio de representacion:

Vin=Vie W,
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Qué destacar en las wavelets

El soporte compacto y su elevada localizacién permiten una buena
aproximacién atin en regiones donde la solucién tiene alto gradiente u otro
tipo de singularidad.

Sus propiedades de multirresolucién o multiescala permiten calcular una
aproximacién inicial y adaptivamente mejorarla mediante un refinamiento
recursivo realizado sélo en regiones que lo requieran.

Wavelets Daubechies: Elevada localizacién, buena representacion de
singularidades, no tienen expresién funcional explicita.

Resultados de alta precisién y bajo costo computacional. J
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Wavelet-Galerkin sobre intervalo

Tu=f, u(0)=u(1)=0 ueV, VeV

ue V= L,0,1]. (v, Tu) = {v. f).
e Considerar un AMR de L]0, 1]
e - --CV,LocVicVycvicWocC---C L2[071]

@ Fijar una escala j y calcular una solucién aproximada.
o V; = gen{pj(t) = 2/%p(2t — k) : k € Z}.

@ Acotar el error y si es necesario pasar a la escala j + 1.

UNIVERSIDAD

Jairo Villegas G Jorge Castafio B (EAFIT) Representacién operadores 9 de noviembre de 2015 10 / 19



Método wavelet-Galerkin

Ejemplo
Considere el problema de valor de frontera

—u”:sen%x, en Q=(0,1)

Formulacién variacional:
Encontrar u € V tal que

1 1 x
/ u’v’dx:/ vsen —dx, paracada vV,
0 0 2
V ={v € C[0,1] : v'es continua a tramos y acotada en [0, 1], v(0) = 0}.

Solucién aproximada: up(x) = 0,735x — 0,33x2.
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Método wavelet-Galerkin

Solucién exacta: u(x) = =5 sen ZX.
s

Figura: En rojo la solucién exacta, en verde solucién aproximada
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Aproximacion por semigrupos

El problema de valor inicial

Ou
5 = Lu+ Nf(u)
u(x,0) = uwp(x), 0<x<1

la solucién se puede expresar como

t
u(x, t) = e“up(x) +/ e(=9ENF(u(x, s))ds.
0

L

El operador et* se representa por

n I UNIVERSIDAD

n=0
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Representacién de operadores diferenciales

Cuadratura

Aproximar
t
() = / (=94 (5)v(s)ds
0
Se busca una aproximacién de la forma

I(£) = 1(t) + O(h™*1) (%)

h=tiy1—t,i=01...,m

ij=0

operador
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Representacién de operadores diferenciales

Los coeficientes ¢;j se determinan comparando (k) y (x):

1 1
C01=§—5, C10=§—5, C11 = S.

1= (ehL — I)£_1 [SUOVO + (1/2 — s)uov1 + (1/2 — S)U1Vo + sulvl]

~ 1
/:§(ehﬁ_z)5_l(U0V1+U1VO), para s=0
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Representacién de operadores diferenciales

7:,(ehﬂfz)ﬁ—l(uov0+u1v1), para s=1/2.

(e" —Z) L7 u(x, t + h)v(x, t) + u(x, t)v(x, t + h)].

f(0y) = e"*
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Representacién operador diferencial

o Defina 8",

dn

d n

P, : Lr(R) — V; proyeccién ortogonal sobre V

O F(x) = Py P

o Py(f) = Prm(f)+ 727 1 Qi(F)

J-1 4" J-1
o f(x) = (PJ S Q,) (PJ B Q:)
i=J—-M i=J—M

Q@ : Lr(R) — W, proyeccién ortogonal sobre W,.
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Representacién de operadores diferenciales

fe Lg(]R) se aproxima en Vi por f ~ Pi(f) =3, s, kSDJ ko
SJ f ‘PJ k(X)dX

En W, por Qi(f) = X x dityjk, df = [ F(x)tj k(x)dx
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